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В статье рассматривается математическая модель передачи 
данных в сетях с ограниченной пропускной способностью каналов и 
предлагается алгоритм фиксированной маршрутизации для мини­
мизации среднего времени задержки передачи данных.
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П р и  д и с т а н ц и о н н о м  о б у ч е н и и  с т у д е н т о в  с у щ е с т в у е т  п р о б л е м а  п е р е д а ч и  д а н н ы х  
в  с е т я х  с  о г р а н и ч е н н о й  п р о п у с к н о й  с п о с о б н о с т ь ю .  В  К у р с к о й  о б л а с т и  м е ж д у  н а с е л е н н ы ­
м и  п у н к т а м и  с у щ е с т в у ю т  л и н и и  с в я з и  о б л а д а ю щ и е  р а з л и ч н ы м и  п р о п у с к н ы м и  с п о с о б н о ­
с т я м и :  D S L ,  A D S L ,  G P R S ,  E t h e r n e t .
Н е о б х о д и м о  о п р е д е л и т ь  п о т о к и  в  с е т и ,  м и н и м и з и р у ю щ и е  с р е д н е е  в р е м я  з а ­
д е р ж к и  и  в  с л у ч а е  н е в о з м о ж н о с т и  д о с т а в к и  м а т е р и а л а  в  с р о к  п р е д л о ж и т ь  а л ь т е р н а т и в ­
н ы е  к а н а л ы  д о с т а в к и .
С о г л а с н о  [ 1 ] ,  п о д  ф и к с и р о в а н н о й  ( н е р а з в е т в л е н н о й ,  о д н о п у т е в о й )  м а р ш р у т и з а ­
ц и е й  п о н и м а ю т  т а к у ю  п р о ц е д у р у  в ы б о р а  м а р ш р у т о в ,  п р и  к о т о р о й  д л я  п е р е д а ч и  д а н н ы х  
о т  у з л а - и с т о ч н и к а  к  у з л у - а д р е с а т у  и с п о л ь з у е т с я  е д и н с т в е н н ы й  м а р ш р у т .
Р а с с м о т р и м  с л е д у ю щ у ю  м о д е л ь  с е т и  п е р е д а ч и  д а н н ы х ,  с о с т о я щ у ю  и з  N  у з л о в  
к о м м у т а ц и и  и  М  л и н и й  с в я з и .  П р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о :
1 )  в с е  л и н и и  с в я з и  а б с о л ю т н о  н а д е ж н ы ;
2 )  в с е  л и н и и  с в я з и  п о м е х о у с т о й ч и в ы ;
3 )  в р е м я  о б р а б о т к и  в  у з л а х  к о м м у т а ц и и  о т с у т с т в у е т ;
4 )  д л и н ы  в с е х  с о о б щ е н и й  н е з а в и с и м ы  с о  с р е д н и м  з н а ч е н и е м  1 / 1  б а й т ;
5 )  т р а ф и к ,  п о с т у п а ю щ и й  в  с е т ь ,  с о с т о и т  и з  с о о б щ е н и й ,  и м е ю щ и х  о д и н а к о в ы й  
п р и о р и т е т ,  д л я  с о о б щ е н и й ,  в о з н и к а ю щ и х  в  у з л е  i  и  п р е д н а з н а ч е н н ы х  у з л у  j , с о с т а в л я е т
Y j j  с о о б щ е н и й / с ;
6 )  к а ж д а я  л и н и я  с в я з и  с о с т о и т  и з  е д и н с т в е н н о г о  д у п л е к с н о г о  к а н а л а  с в я з и  с  п р о ­
п у с к н о й  с п о с о б н о с т ь ю ,  р а в н о й  d k  б а й т / с  д л я  л и н и и  с в я з и  м е ж д у  у з л а м и  k  к  и  l , и  е с л и
л и н и я  с в я з и  м е ж д у  у з л а м и  о т с у т с т в у е т ,  т о  d k  =  0 .
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7 )  к а ж д а я  л и н и я  с в я з и  о б е с п е ч и в а е т  д о с т у п  к  ц е н т р а л ь н о м у  у з л у  с в я з и ,  д о с т а т о ч ­
н ы й  д л я  п е р е д а ч и  н е б о л ь ш о г о  к о л и ч е с т в а  и н ф о р м а ц и и  ( и т о г о в ы й  п р о т о к о л  т е с т и р о в а ­
н и я  с т у д е н т о в ) .
П о л н ы й  в н е ш н и й  т р а ф и к  в  с е т и :
N N
y =IIu (i)
i=1 j= 1
В а ж н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  к а ч е с т в а  ф у н к ц и о н и р о в а н и я  с е т и  п е р е д а ч и  д а н н ы х  я в ­
л я е т с я  с р е д н я я  з а д е р ж к а  с о о б щ е н и я  в  с е т и :
1 N  N
T = ~  I I  Д Л , ( 2 )
f  i=1 /= 1
г д е  Z j  -  с р е д н е е  в р е м я ,  з а т р а ч и в а е м о е  н а  п е р е д а ч у  с о о б щ е н и я ,  к о т о р о е  в о з н и к л о  в  у з л е  i  
и  п р е д н а з н а ч а е т с я  у з л у  j  .
П р и м е н е н и е  ф о р м у л ы  Л и т т л а  к  с е т и  о ч е р е д е й  п р и в о д и т  к  ф о р м у л е  К л е й н р о к а  д л я  
р а с ч е т а  с р е д н е й  з а д е р ж к и  с о о б щ е н и я  в  с е т и  [ 2 ] :
1 N  N
T  = ~ Ц Д k lt kl , ( 3 )
Y  k =1 l =1
Д
г д е  k l  -  в е л и ч и н а  п о т о к а  в  л и н и и  ( k , l ) ,  о б у с л о в л е н н а я  п о т о к о м  У / , t kl -  с р е д н е е  в р е м я  
п р е б ы в а н и я  с о о б щ е н и й  в  л и н и и  ( k , l ) .
С р е д н е е  в р е м я  п р е б ы в а н и я  с о о б щ е н и й  в  л и н и и  ( k , l )  с о с т о и т  и з  в р е м е н и  п е р е д а ч и
с о о б щ е н и я  и  в р е м е н и  о ж и д а н и я  в  о ч е р е д и  W kl и  о п р е д е л я е т с я  п о  ф о р м у л е  [ 3 ] :
t «  = - 7 -  +  W «  • ( 4 )
-  d u
W  =  — , Р Ч т ~  ( 5 )
Время ожидания в очереди:
, =   Д
-  d kl -  d kl -  Д kl
Подставляя (4) и (5) в (3) и сделав обозначение f kl = Дк1 / - ,  получим выражение 
для средней задержки сообщ ений в сети:
1 N  N  г
1 I I f  ■
У  i=1 j =1 d kl f k l
T = - X I ^ 4 -  • ( 6 )
Необходимо найти потоки сети f kl , которые обеспечат наименьш ее значение ве­
личины задержки сообщ ений в сети величине.
М атематическая модель задачи [4]:
1 N N  f
T  =  - I I T "^SLr  ^  m in . (7)
7  i=1 j=1 d kl f kl
При выполнении условий:
1) величина потока меньш е пропускной способности
f kl < d kl k 5 l  1  N ; (8)
2) условие сохранения потока в сети
- 1 ,  l  = i
0, l  ф i 5 J ; (9)
1, l  =  J
I x 0 5 J ) -1 x 0 5 J ) =
kl Z -a  lk ~
k = 1  k = 1
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3) фиксированной марш рутизации Х и 3) е  { 0 ,1}, i , j , k , l = 1, N . (10)
Для реш ения поставленной задачи необходимо знать:
1) топологическую структуру сети передачи данных;
2) пропускные способности линий связи ||dkl||;
3) среднюю длину сообщ ения 1/ М ;
4) м атрицу входных потоков ||Ykl||.
Описание алгоритма фиксированной марш рутизации.
Ш аг 1 . Инициализация.
П оложить f kl = 0  k , l = 1, N  .
Шаг 2 .  Поиск допустимого решения.
Для каждой пары вершин сервер ЦО Vi и адресат V3 :
2 а) используя алгоритм Дейкстры  [5], найти «наименее загруженный» марш рут 
п 0 , если таких марш рутов несколько, выбрать среди них марш рут с наименьш им числом 
промеж уточных узлов;
0
"ij
+ Y *>kl — Jkl +
м
2 в) если сущ ествует линия (k, l ), для которой f k  — d k l, то допустимого решения 
для выбранной пары вершин не сущ ествует, переходим к ш агу 5, иначе — к ш агу 2г);
2 г) для каждой пары узлов Vi и Vj вычислить задержки
N N f  zz- h l
2 б) для каждой дуги марш рута n j  распределить потоки
f := f  _ ~ ;
Z  =  i = 1  3 = 1  d kl f kl
Z j  =  .
3  Y j
Шаг 3. П оиск «оптимального» реш ения.
Для V пары «источник V * — адресат V }- выполнить следующ ие действия:
3 а) найти марш рут ж°р такой, что отклонение всего потока у*}. на этот марш рут 
приведет к максимальному уменьш ению  величины Z j . Для этого:
3 б) добавить поток уц во все линии связи (k, l ), не принадлеж ащ ие ж°р: 
Y ■ ------
f kl :=  f kl +  ~ ; k , l =  1, N  : d kl >  0 ;
м
3 в) пересчитать «веса» линий связи (k, l ):
1 1
 , пР и  f ki >  d ki,
М  d kl—Л1
\ иначе
3 г) учитывая «веса» , с помощ ью алгоритма Дейкстры, определяем кратчай­
шие пути м еж ду парой узлов V* и Vj —n°pt ;
3 д) положить f kl = 0 ;
3 е) для каждой дуги марш рута п°р распределить потоки
f  '= f  +  —Jkl ■— Jkl ^  .l l м
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Шаг 4. Вычисляем время задерж ки в сети:
1 N  N
T  = L ^ ^ f ki
7  i=1 j= 1  d k i -  f ki 
Работа алгоритма закончена.
Шаг 5. Корректировка задачи.
5а) если в «наименее загруженном» марш руте П0, сущ ествует линия (k, l )для ко­
торой f kl > dkl, то удаляем ее из условия задачи и переходим к ш агу 1;
5б) если не удается определить путь от сервера ЦО Vi и адресат Vj , то предлагается 
вариант доставки информации в ближайш ий населенный пункт; для этого верш ина Vj и
связанные с ней дуги удаляются из графа и задача реш ается заново.
Однако, даж е при применении эф ф ективны х алгоритмов марш рутизации (фикси­
рованной или альтернативной) все еще сущ ествует проблема передачи данны х от центра 
дистанционного обучения к адресатам, связанная с низкой пропускной способностью не­
которых линий связи.
П р и м е р  р а с ч е т а  с ет и
Для сети, представленной на рисунке, необходимо учебны й материал объемом
700 М б доставить из ЦО ( V1 ) к адресатам ( V4  - V 6 ).
Известны:
пропускные способности линий связи в Кбайт/с
|ldkl|| =
V
матрица входных потоков 
( 0 0,1
1 5 0 0 9 0 0 3 15 2 "
1 5 0 0 0 1 0 8 0 0 0
9 0 0 0 0 0 2 0
3 1 0 0 9 0 0 0
15 8 0 0 0 9 0 0 0
2 0 2 0 0 0 J
Vkl\ =
0,08
0,1
0,008
0,005
0,002
0,001
0
0
0
0,006
0,005
0,001
0,002
0,006
0,001^ 1
0
0,002
00,001  0 0,005
0 0,005  0 ^
0,006  <x <x 0 .
Необходимо определить потоки в сети, минимизирую щ ие среднее время задерж ­
ки, и в случае невозможности доставки материала в срок предложить альтернативные ка­
налы доставки.
Ш аг 1. f kl = 0 k, l = 1, N .
Ш аг 2.
DO
C O C O C O
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а) Используя алгоритм Дейкстры  (до тех пор пока адресаты не станут текущими 
верш инами) определим наименее загруж енные маршруты:
©— О  О — €)
b) й п) для каждо  дуги марш рута J распределить потоки
f 14 = 0 ,0 0 5  • 7 0 0 0  = 3 5 ; f 15 = 0 ,0 0 2 • 7 0 0 0  = 1 4 ; 
f 16 = 0 , 0 0 1 7 0 0 0  = 7 ;
c) для линий (1,4) и (1,6) f kl > d kl, то переходим к ш агу 4. 
Ш аг 5. Удаляем из сети линии связи (1,4) и (1,6)
Тогда, пропускные способности линий связи в Кбайт/с
1 5 0 С 9 0 0 0 15 0  >
15 0 0 0 10 8 0 0  0
9 0 0 0 0 0 2
Idklll = 0 10 0 9 0 0  0
15 8 0 0 0 9 0 0 0
V 0 0 2 0 0 ^  j
матрица входных потоков
( 0 0,1 0 ,08 0,002
0,1 0 0,001 0 ,0 0 6 0
0 ,0 0 8 0 0,002
ы || =
0 0,001 0 0,005 0
0,002 0 ,0 0 6 0 0,005 0
V :ю 0,002 0 j
Ш аг 2.
а) По алгоритму Дейкстры. 
Н аименее загруж енные маршруты:
О - ^ ©
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b) потоки по линиям связи:
f 15 = 0 ,0 0 2  • 7 0 0 0  = 1 4 ; / 15 = 0 ,0 0 2  • 7 0 0 0  = 1 4 ; 
f 13 = 0 ,0 8  • 7 0 0 0  = 5 6 0 ; f 36 = 0 ,0 0 6  • 7 0 0 0  = 4 2 ; 
общий поток по дуге (1,5) равен 28;
c) для линий (1,5) и (3,6) f kl > d kl, то переходим к ш агу 4.
Ш аг 5.
Удаляем из сети линии связи (1,5) и (3,6) :
Узел V6 становится изолированным, следовательно, сообщ ение в этот пункт от­
править нельзя (пользователю выдается соответствующ ее сообщение, что информация 
может быть доставлена из V1 или V3).
П ропускные способности линий связи в Кбайт/с
Idki\
<» 1500 9 0 0 0 0 0Л
1000 0 10 8 0 0 0
9 0 0 0 0 0 0
0 10 0 9 0 0 0
800 0 9 0 0 0
0 0 0 0 0 J
матрица входных потоков
kl\\ -
'  0 0,1 0,08
0,1 0 0,001 0,006 0
0,008 0
0 0,001 0 0 ,005 0
0,002 0,006 0 0,005 0
V 0 J
По алгоритму Дейкстры, наименее загруж енные марш руты 714 = 0,101 и 715 = 0 ,106 
М арш рут 1-2-4-5 имеет такую загруж енность, что и марш рут 1-2-5, но наименьш ее 
число узлов;
b) потоки по линиям связи:
f 12 = 0,1 • 7 0 0 0  = 7 0 0 ; f 12 = 0,1 • 7 0 0 0  = 7 0 0 ; 
f 24 = 0 ,0 0 1  • 7 0 0 0  = 7 ; f 25 = 0 ,0 0 6  • 7 0 0 0  = 4 2 ;
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общий поток по дуге (1,2) равен 1400. 
М атрица допустимы х потоков:
F =
0 1 4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 7 4 2 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2) Для каждой пары узлов V  и V . вычислим задержки:
1 4 0 0
J15
7
1 5 0 0  - 1 4 0 0  10  -  7у 
1 4 0 0  4 2
1 5 0 0  - 1 4 0 0  5 0 0  -  4 2
/05101 - 1 6 2 ~;
/05Ю6 - 1 3 2 ~.
Ш аг 3. П оиск «оптимального» решения:
1 а) добавить поток Y  = 05101-7000 = 7 0 7  во все линии связи (1,4), не принадле­
жащ ие п opt
М атрица допустимы х потоков:
е 1 е 4
( 0 1400 707  707  707  707^
F  =
2 а) пересчитаем «веса» линий связи (k,l):
1 1
° 1 2  =  ° 2 1  =
707 0 0 7 707 0
707 0 0 0 0 707
707 707 0 0 707 0
707 707 0 707 0 0
707 0 707 0 0 0
° 4 5  ° 5 4
° 2 5  =  ° 5 2  =
7 0 0 0 1500  - 1 4 0 0
1 1
7000 900  -  707
1 1
7000 900  -  707
1 1
7000 800  -  707
= L4 2 9 -10-
= 0 5 7 4 0 -1 0 -
= 0 5 7 4 0 -1 0 - 6 ;
= L5 3 6 -10-
° 1 4  °4 1  °1 5  °5 1  °16  °6 1  ° 3 6  ° 6 3  ° 2 4  ° 4 2
т .к . fkl > d kl
(
0 =
0 15 429  - 10-6  05740 - 10-6
15429 -10
05740 -10
- 6
- 6
15536 -10 - 6
0
05740 -10
155 3 6 - 10-6
05740  - 10-6
- 6
6
0 13 =  0 31 =
6
оо
DO ОО ОО
0 ОО DO
0ОО DO ОО ОО
DO ОО ОО
0DO OO OO
0DO OO OO DO OO
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3  а )  у ч и т ы в а я  « в е с а »  (Ok l , с  п о м о щ ь ю  а л г о р и т м а  Д е й к с т р ы  о п р е д е л я е м  к р а т ч а й ш и е  
п у т и  м е ж д у  п а р о й  у з л о в  V  и  V }. .
З а м е ч а н и е .  К а к  б ы л о  п о к а з а н о  н а  ш а г е  2 ,  д о  а д р е с а т а  V 6 н е т  д о п у с т и м о г о  п у т и ,  п о ­
э т о м у  д л я  у п р о щ е н и я  р а с ч е т о в  и з  м а т р и ц  м о ж н о  б ы л о  б ы  у д а л и т ь  6 - ю  с т р о к у  и  6 - й  с т о л б е ц .  
К р а т ч а й ш и й  п у т ь :
О  ©  ;
4  а )  f ki =  0 ;
5  а )  д л я  к а ж д о й  д у г и  м а р ш р у т а  ( 1 - 4 )  п о т о к и :
f 12 =  0,1  • 7 0 0 0  =  7 0 0 ; f 25 =  0 ,0 0 6  • 7 0 0 0  =  4 2 ; 
f 54 =  0 ,0 0 5  • 7 0 0 0  =  3 5 .
А н а л о г и ч н о ,  ш а г  3  в ы п о л н я е м  д л я  п у т и  ( 1 - 5 )  ( д о п у с т и м ы й  п у т ь  т а к ж е  о с т а н е т с я  
о п т и м а л ь н ы м ) .  П о т о к и  п о  д у г а м :
/ 2  =  0,1  • 7 0 0 0  =  7 0 0 ; f 25 =  0 ,0 0 6  • 7 0 0 0  =  4 2 .
М а т р и ц а  о п т и м а л ь н ы х  п о т о к о в :
'  0 1 4 0 0 0 0 8 4 0  "
0 0 0 0 4 2 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
V 0 0 0 0 0 0  ,
Ш а г  4 .  В ы ч и с л я е м  с р е д н е е  в р е м я  з а д е р ж к и  в  с е т и :
= ___________ 1____________(  1 4 0 0  +  8 4  +  3 5
=  0 ,1 0 0  +  0 ,0 0 6  +  0 ,0 0 5  V 1 5 0 0  - 1 4 0 0  +  8 0 0  -  8 4  +  9 0 0  -  3 5
Р а б о т а  а л г о р и т м а  з а к о н ч е н а .
=  1 2 8  ~ .
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APPLICATION OF THE ALGORITHM FIXED ROUTING 
TO MINIMIZE THE AVERAGE TIME OF A DELAY IN THE NETWORK
V.M. BUTORIN 
A.V. POLYANSKY 
E.V. PAVLOVA
In the article we consider a mathematical model of transfer of Dan- 
owned networks with limited bandwidth channels and proposed algo­
rithm fixed routing to minimize the mean time delay data transmission.
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